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Представлено результати чисельного дослідження алгоритму відновлення асферичної 
форми поверхні рогівки ока, розробленого для методу послідовної (точкової) рогівкової то-
пографії. Здійснено аналіз функціональних можливостей та точності алгоритму при різних 
режимах відновлення поверхні. Надані рекомендації щодо застосування поліномів Церніке 
при визначенні форми рогівкової поверхні 
 
Вступ 
Рогівка вносить приблизно дві третини оптичної сили ока і є його головним 
заломлюючим елементом. Ідеальна форма передньої поверхні рогівки – це витя-
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гнутий еліпсоїд, а суттєві відхилення у її формі призводять до загальних аберацій 
таких як астигматизм і кома. Захворювання рогівки, подібні до кератоконусу, 
при яких вона стає тоншою і деформується, зумовлюють велику кількість абера-
цій вищих порядків, що не можуть бути виправлені звичайними окулярами. 
Для забезпечення вдалих візуальних результатів рефракційна хірургія вима-
гає попереднього точного вимірювання форми передньої поверхні рогівки. 
Конструювання та підбір контактних лінз також базуються на результатах рогі-
вкової топографії. Тому підвищення точності вимірювання рогівкової поверхні 
є актуальним з декількох точок зору. 
Принциповим обмеженням, закладеним в основу сучасних рогівкових топо-
граферів з дисками Плачідо, є припущення про те, що промінь, який виходить з 
будь-якої точки тестового об’єкта, промінь, відбитий рогівкою, та оптична вісь 
поверхні рогівки належать одній площині. Однак, таке припущення є справед-
ливим лише в обмеженій кількості практичних випадків. Як результат, із-за не-
можливості точного визначення азимутальних координат фрагментів зобра-
ження виникають похибки відновлення форми рогівки. Ця проблема, властива 
системам Плачідо, обговорювалась Кляйном [1] та вирішується лише частково 
[2]. Хальстед запропонував інший підхід [3], в основу якого покладено теорію 
формування сплайн-поверхні, яка б відповідала модельованій рогівці. Цей ал-
горитм відзначається високою стабільністю при наявності шумів, але є порів-
няно повільним.  
Раніше авторами для вимірювання форми передньої поверхні рогівки був 
запропонований удосконалений метод послідовної (точкової) рогівкової топо-
графії, який дає змогу уникнути вищезазначених припущень при відновленні 
поверхні та підвищити точність вимірювань [4]. Результати фізичних експери-
ментів, проведених на сферичних поверхнях, підтвердили основні функціона-
льні можливості методу.  
В цій роботі була розроблена комп’ютерна програма, в основу якої закладе-
но оптимізаційний алгоритм. Програма надає можливість змоделювати функці-
онування топографічної установки та здійснити відновлення заданої поверхні 
рогівки складної форми з та без наявності похибок вимірювань. Отже, предста-
влені результати дослідження потенційної точності застосованого алгоритму та 
ефективності розробленої програми. 
 
Обгрунтування методу 
Метод послідовної рогівкової топографії полягає у використанні як тестових 
об’єктів системи точкових джерел випромінювання (замість кілець Плачідо).  
Алгоритм базується на демпфованому методі найменших квадратів. Коефі-
цієнти Церніке, що описують поверхню, використовуються як параметри опти-
мізації. Нехай xi є і-м елементом узагальненого вектора параметрів X (i=1...N), 
де N − загальна кількість оптимізаційних параметрів.  
Як функції оптимізації вибрані відхилення  координат  і , плям від 
заданих значень (розрахованих для обраної моделі рогівки або виміряних екс-
jf sx′ sy′
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периментально в реальному топографері), j=1...2S, де S − загальна кількість то-
чкових джерел.  
Розв’язок найменших квадратів може бути знайдений при мінімізації такої 
оціночної функції ξ: 
FFF T==ξ 2 , 
де  − 2S-елементний вектор, складений зі значень ,  − транспонований 
вектор F . 
F jf
TF
Згідно з демпфованим методом найменших квадратів [7], оптимізаційна 
траєкторія знаходиться як 
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де X0 і X − відповідно вихідний і новий вектори оптимізаційних параметрів, A − 
матриця Якобі, тобто матриця, складена зі значень перших часткових похідних 
від функцій оптимізації по параметрам оптимізації; p2 − демпферний коефіці-
єнт; І − одинична діагональна матриця; F0 − вектор значень функцій оптиміза-
ції, обчислених для вихідних параметрів;  – коефіцієнт, який визначає дов-
жину вектора спуску. 
lk
Ітераційний процес оптимізації завершується як тільки відносна зміна εrel 
або абсолютна зміна εabs оціночної функції стануть менші за задані значення [4]. 
Алгоритм задіює процедури розрахунку дійсних променів через задану оп-
тичну систему з пошуком реальних апертур. Оптична система топографера і 
просторове (тривимірне) розташування точкових джерел можуть бути, в зага-
льному випадку, довільними.  Для досліджень обраний фотооб’єктив, телецен-
тричний в просторі предметів. 
Передня поверхня рогівки описується набором стандартних поліномів Цер-
ніке (до 7-го порядку включно). Максимальний діаметр зіниці дорівнює 10 мм, 
тому нормувальний радіус поліномів Церніке встановлено рівним  5 мм. 
Програма дозволяє кількісно оцінити параметри працездатності алгоритму, 
його потенційні можливості у визначенні форми рогівки з субмікронним розді-
ленням. Користувач має можливість коригувати: загальну кількість та розташу-
вання точкових джерел; їх мінімальну та максимальну висоту; радіус кривизни і 
конічний коефіцієнт поверхні предметів; відстань від поверхні предметів до ро-
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гівки, а також СКВ похибки визначення координат X та Y центрів світлових 
плям в площині зображень. 
Для моделювання процесу відновлення вихідна (тестова) рогівкова поверхні 
може бути задана стандартною оптичною поверхнею, що описується одним ра-
діусом і одним конічним коефіцієнтом; біконічною поверхнею, що визначаєть-
ся парою радіусів і конічних коефіцієнтів, або поверхнею, представленою кое-
фіцієнтами Церніке. 
Результати відновлення поверхні рогівки представляються у вигляді тексто-
вого звіту, в якому наводяться похибки відновлення поверхні, а також у вигляді 
карти висот (тобто відхилень від площини, дотичної до поверхні рогівки та пе-
рпендикулярної до оптичної осі) в [мм] та карти рефракції (оптичної сили) по-
верхні рогівки в [діоптріях]. Порядкові індекси коефіцієнтів Церніке відпові-
дають рекомендаціям, наведеним в праці [8]. 
Для прикладу на рис. 1 представлено результати відновлення карт складної 
поверхні з коефіцієнтом дефокусування Z4=0,66 мм, головними астигматични-
ми коефіцієнтами Z3=0,1 мм; Z5=-0,1 мм та коефіцієнтом Z6=0,14 мм. 
Положення світлових плям у площині фотоприймача та відновлені коорди-
нати у площині предметів показані на точкових діаграмах (рис. 2). Діаграмами 
на рис. рис. 3 і 4 також проілюстровані числові значення вихідних і відновле-
них коефіцієнтів Церніке та похибки відновлення коефіцієнтів відповідно. 
 
 
 
а) 
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б) 
Рис. 1. Графічне представлення результатів відновлення складної ас-
тигматичної рогівкової поверхні: а) карта висот; б) карта рефракції 
 
Рис. 2. Точкові діаграми положення світлових плям в площині зо-
браження (ліворуч) та на поверхні предметів (праворуч) 
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Рис. 3. Значення вихідних (ліворуч) та відновлених (праворуч) 
коефіцієнтів Церніке 
 
Рис. 4. Похибки відновлення коефіцієнтів Церніке 
 
Дослідження 
З метою оцінки потенційної точності розробленого алгоритму було прове-
дено декілька серій експериментів при різних умовах завдання та режимах від-
новлення рогівки. 
 Вихідні поверхні мали такі параметри: 
• для сферичної поверхні: радіус кривизни від 5 до 16 мм; 
• для конічної поверхні: радіус при вершині від 5 до 16 мм, конічний кое-
фіцієнт ( ) від -5 до 5; 2e−
• для складної поверхні: використовувались поліноми Церніке до 7-го раді-
ального порядку, включно; коефіцієнт Z4 = 0,2..1 мм, що відповідає приблизно 
радіусу кривизни рогівки від 5 до 16 мм; значення інших коефіцієнтів в межах 
від -0,1/Rn до 0,1/ Rn мм, де R – нормувальний радіус, n – радіальний порядок 
коефіцієнта. 
При відновленні поверхонь застосовано зворотній хід променів, що дозво-
ляє уникнути трудомісткої процедури розрахунку головних променів при уточ-
ненні апертури. 
Метою першої серії експериментів було дослідження точності відновлення 
поверхні в залежності від кількості точкових джерел, що використовуються. 
Дослідження проводились при різному впливі шумів (від 0 до 2 мкм). Тут і далі 
під шумами розуміються похибки визначення координат центрів світлових 
плям в площині приймача зображення. Для відновлення використовувались по-
ліноми Церніке до сьомого радіального порядку, включно. Результати предста-
влено у табл. 1,  де значення СКВ усереднено зі 100 реалізацій.   
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Таблиця 1 – Результати відновлення поверхонь в залежності від кількості 
використаних джерел у топографері 
 
СКВ похибки прогину поверхні в [мкм] для поверхні 
Сферичної Конічної Заданої коеф. Це-рніке 
СКВ коорди-
нат світлових 
плям, мкм 48 дже-
рел 
90 дже-
рел 
48 дже-
рел 
90 дже-
рел 
48 дже-
рел 
90 дже-
рел 
0,0 4109,7 −⋅  4103,7 −⋅  2105,2 −⋅  2107,1 −⋅ 6104,1 −⋅  
7105,4 −⋅
 
0,5 0,29 0,24 0,21 0,24 1,83 1,21 
1,0 0,63 0,71 0,53 0,34 3,11 2,75 
2,0 1,53 1,06 1,02 1,01 6,98 3,96 
 
Потенційна точність (без впливу шумів) методу складає мкм для 
карти висот та діоптрій для карти рефракції, відповідно. На сферичній 
та конічній поверхнях при застосуванні більшої кількості джерел результати 
майже не відрізняються. Тим не менше, на складній поверхні, що задана полі-
номами Церніке, при значному впливі шумів (2 мкм), точність зростає майже 
вдвічі і СКВ похибки прогину поверхні складає біля 4 мкм та похибки рефрак-
ції 1,8 діоптрій.  
7105,4 −⋅
7109,2 −⋅
В другій серії експериментів досліджувалася точність відновлення поверхні 
рогівки в залежності від максимального порядку використаних при відновленні 
поліномів Церніке. Дослідження проводились на трьох типах поверхонь (сфе-
ричній, конічній та складній поверхні, заданій поліномами Церніке), при різно-
му впливі шумів (від 0 до 2 мкм). Як видно з графіків, представлених на рис. 5, 
якщо не враховувати вплив шумів, підвищення радіального порядку зумовлює 
зменшення СКВ до мкм у випадку сферичної поверхні; до  мкм у 
випадку конічної поверхні та до  мкм для поверхні, представленої полі-
номами Церніке. 
4103,7 −⋅ 026,0
7107,1 −⋅
Наявність похибок визначення координат плям в площині зображення сут-
тєво погіршує ситуацію, особливо коли у відновленні застосовується всі сім по-
рядків Церніке. Найбільш стійкою до впливу шумів виявилась конічна модель 
рогівки. Найчутливішою до шуму є поверхня, представлена поліномами Церні-
ке, так СКВ похибки прогину поверхні при шумі 1 мкм склала 0,13 мкм (при 
відновленні застосовано 6 порядків Церніке). Значення СКВ усереднено з 50 
реалізацій. 
 З огляду на мінімізацію СКВ похибки прогину поверхні при наявності 
шумів оптимальним виявилося застосування поліномів шостого радіального 
порядку для відновлення поверхні. У випадку поліномів 7-го порядку СКВ по-
хибки зростає для всіх розглянутих типів поверхонь (див. рис. 5). Подібного 
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висновку у своїх роботах також дійшли Іскандер [5] та Сікам [6]. Шостий поря-
док поліномів Церніке також застосовується в сучасних топографічних систе-
мах (WASCA WaveFront Analyzer) компанії Zeiss.  
Окремо для сферичної поверхні було визначено СКВ похибок відновлення 
радіусу кривизни поверхні. Результати цього чисельного дослідження наведено 
у табл. 2. Як видно, навіть для зображення, враженого шумами (2 мкм), СКВ за-
значеної похибки не перевищувало 0,02 мкм при використанні радіальних по-
рядків Церніке від 4-го до 7-го. 
 
а) 
 
 
б)     
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в) 
 
Рис. 5. Залежність СКВ похибки поверхні від задіяного у відновленні по-
рядку поліномів Церніке (суцільна лінія – без впливу шумів; штрих-
пунктирна лінія – шум 1 мкм): а) сферична поверхня; б) конічна по-
верхня; в) поверхня, представлена поліномами Церніке 
 
Таблиця 2 – Результати відновлення радіусу кривизни сферичної поверхні 
СКВ радіусу кривизни, мкм 
СКВ похибок координат світлових плям, мкм Радіальний порядок 
поліномів Церніке 0 0,5 1 2 
2 0,43 0,41 0,39 0,41 
3 0,42 0,42 0,41 0,4 
4 21082,1 −⋅  21081,1 −⋅  21076,1 −⋅  21087,1 −⋅  
5 21075,1 −⋅  21077,1 −⋅  21069,1 −⋅  21079,1 −⋅  
6 4104,7 −⋅  31032,3 −⋅  31042,6 −⋅  21051,1 −⋅  
7 4103,7 −⋅  31055,3 −⋅  31069,7 −⋅  2103,1 −⋅  
 
Результати комп’ютерного моделювання показали, що наявність шумів 
практично не впливає на час відновлення рогівкової поверхні. Досягнуті зна-
чення оціночної функції ξ, зазвичай, знаходяться в діапазоні 10-3…10-4. Виклю-
чення становить модель поверхні рогівки, представлена поліномами Церніке 
(рис. 6). Без шуму тривалість процедури її відновлення збільшується майже 
вдвічі, оскільки значення оціночної функції ξ може наближатися до величин  
10-24…10-25, що, в свою чергу, потребує більшої кількості ітерацій оптимізації. 
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а) 
 
б) 
 
в) 
Рис. 6. Залежність часу відновлення поверхні від задіяного порядку поліно-
мів Церніке. Результати отримані для випадку 90 точкових джерел.  
Лівий стовпчик – без впливу шумів; правий стовпчик – шум 1,0 мкм 
(результати отримані для процесора AMD Athlon з тактовою частотою 
1,7 ГГц ): а) сферична поверхня; б)  конічна поверхня; в) поверхня 
представлена поліномами Церніке 
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Висновки 
1. Представлено результати чисельних досліджень вдосконаленого алгорит-
му точкової рогівкової топографії та доведено його працездатність при віднов-
ленні складних асферичних рогівкових поверхонь, які не мають осьової симетрії. 
2. Встановлено, що навіть при невеликій кількості (48) джерел СКВ похибки 
відновлення складних поверхонь, заданих  поліномами Церніке до сьомого ра-
діального порядку, без впливу шумів становить 4,5·10-7 мкм для карти висот та 
3·10-7 діоптрій для карти рефракції.  
3. СКВ похибки відновлення радіусу кривизни сферичної поверхні не пере-
вищує 7,4·10-4 мкм без впливу шумів та 0,013 мкм при СКВ похибок координат 
світлових плям до 2 мкм. 
4. Конічна модель поверхні, серед досліджених, виявилась найбільш стій-
кою до впливу шумів; поверхня, представлена поліномами Церніке – навпаки, є 
дуже чутливою до зміщення світлових плям в площині зображення. 
5. Для забезпечення найбільшої точності вимірювання рогівкових повер-
хонь при кількості точкових джерел до 100, рекомендується використовувати 6-
й радіальний порядок поліномів Церніке.  
6. Доцільно провести подальші дослідження з метою визначення прийнят-
ного для офтальмологічної практики порогового значення оціночної функції, 
оптимального просторового розташування точкових джерел, раціональної фор-
ми предметної поверхні та величини робочої відстані. 
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Сокуренко В.М., Недилюк Д.С. Восстановле-
ние сложных роговичных поверхостей в то-
чечном топографере 
Представлены результаты численного исследо-
вания алгоритма восстановления асферической 
формы роговичной поверхности, разработанно-
го для метода последовательной (точечной) то-
пографии роговицы. Выполнен анализ функ-
циональных возможностей и точности алгорит-
ма при разных режимах восстановления поверх-
ности. Даны рекомендации относительно при-
менения полиномов Цернике при определении 
формы роговичной поверхности. 
Sokurenko V.М., Nediluk D.S.  In a point-
source topographer 
The results of numerical investigations are 
presented for the algorithm, developed to 
reconstruct aspheric corneal surface shapes 
in the point-source (spot) corneal 
topographers. The analysis of functional 
possibilities and the accuracy of the 
algorithm is performed under different 
surface reconstruction modes. The 
recommendations are established for the 
effective use of Zernike polynomials 
describing a corneal surface shape. 
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В роботі йдеться про дослідження впливу електромагнетного випромінювання світлово-
го діапазону на еритроцити барана. Виявлено основні режими, що найбільш впливають на 
цей процес  
 
Вступ  
Вплив електромагнетного випромінювання на живі біологічні об’єкти су-
проводжується зміною структурного складу біологічної тканини, зміною енер-
гетичних параметрів та метаболічних реакцій організму в цілому. Нагальною 
проблемою сучасної медицини є створення нових методик, нової техніки, що 
забезпечували б якомога інтенсивніший лікувальний результат без побічних 
ефектів. В цьому сенсі запропоновані [1, 2, 3] принципи систем полягають у 
формуванні інтегрованих режимів випромінювання для немедикаментозного 
впливу на живі істоти. 
Існуючі наразі у сучасній медицині технічні засоби, які призначені для фі-
зіотерапевтичного лікування впливом електромагнетного випромінювання у 
світловому діапазоні, використовують джерела або когерентного, або некогере-
нтного випромінювання [1, 2, 3]. Розвиток методів впливу на біологічний 
об’єкт і побудови схемотехніки цих пристроїв здебільшого обумовлений наяв-
ністю компонентної бази. Незважаючи на досить тривалий час застосування 
Вісник НТУУ “КПІ”. Серія ПРИЛАДОБУДУВАННЯ. – 2008. – Вип. 36                           143 
